sstechnische Grundlagen
und
FehlexQetrachtung

(inkl. Fehlexgechnung)



Basis

en des Sl-Systems

Liange

Meter (m) \

Das Meter ist die Lange der Strecke, die Licht im Vakuum
%ﬂd der Dauer von 1/ 299 792 458 Sekunden
d lauft.

Masse

Kilogramm (kg)

Das Kilogramm ist gleich der Masse des internationalen
Kilogrammpr

Zeit

Sekunde (s)

Die Sekunde ist das@@,192 631 770-fache der
Periodendauer der dem@lbergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveaus\gesi&Grundzustandes von
Atomen des Nuklids 133Cs ®gtsprechenden Strahlung.

Elektrische

Stromstarke

Ampere (A)

Das Ampere ist die Starke eines\konstanten elektrischen
Stroms, der, durch zwei parallele, geradlinige, unendlich
lange und im Vakuum im Abstand voQ 1 Meter
voneinander angeordnete Leiter von vegnachlassigbar
kleinem, kreisférmigen Querschnitt flieBepd, zwischen
diesen Leitern je 1 Meter Leiterlange die Kgaft 2 x 107
Newton hervorrufen wirde.

Thermodynamische

Temperatur

Kelvin (K)

Das Kelvin ist der 273,16te Teil der thermodynamischen
Temperatur des Tripelpunktes des Wassers.

Lichtstarke

Candela (cd)

Die Candela ist die Lichtstarke in einer bestimmte
Richtung einer Strahlungsquelle, die monochromati§che
Strahlung der Frequenz 540 x 10'? Hertz aussendet\und
deren Strahlstarke in dieser Richtung

1/ 683 Watt durch Steradiant betragt.

Stoffmenge

Mol (mol)

Das Mol ist die Stoffmenge eines Systems, das aus
ebensoviel Einzelteilchen besteht, wie Atome in 0,012

Kilogramm des Kohlenstoffnuklids 12C enthalten sind.
2




Abgeleitete Einheiten

® Aus den Basiseinheiten werdenmweitere Einheiten
abgeleitet.

Z.B.:
1 F = 1£
|%4

® Grofe = Maldzahl x Einheit

7.B.: C = 10uF




Gesetzlic

Vorsatze vor
Einhel

=
Hekto- h 10’ Dezi- 10
=2
Kilo- k 10 Zenti- 10
-3
Mega- M 1c? Milli- 10
-6
Giga- G 1’ Mikro- 10
12 =0
Tera- i 10 Mano- 10
15 — 12
Peta- F 10 Pico- 10
18 — 15
Exa- = 10 Femto- 10
Atto- T




Signifikante Stellen

Die Anzahl der signifikanten Stellen grt an, wie genau der
Zahlenwert einer physikalischen Grof3e b&gannt bzw. fiir ein
spezielles Problem von Bedeutung ist.

Fithrende Nullen sind nie signifikante Stellen.

Z.B.:
1,56 -> 3 signifikante Stellen; 1,5600 -> 5 signifikante Stellen
0,0023 -> 2 signifikante Stellen; 2,30-10” -> 3 signifikante Stellen

3600 kann bedeuten, dass die Zahl nur mit 2 signifikanten Stellen
bekannt ist, sie kann aber auch fiir die exakte Zahl mit 4 signifikanten
Stellen stehen. In solchen Féllen sorgt die Verwendung der
wissenschaftlichen Notation fiir Klarheit (3,6-10° ).



e Bei der Addition entspricht die Anzahkder signifikanten Stellen
im Ergebnis der kleinsten Anzahl von sigiifikanten Stellen in
den Summanden;

z. B. 1,36 + 3,221 = 4,58
(Subtraktion entspr.)

e Bei der Multiplikation erhilt man nie mehr signifikante Sgellen,
als einer der Faktoren hat;

z. B. 1,68 *3,4=35,7
(D1vision entspr.)



Auswertun n Messungen

Man konnte annehmen, dass bel der Auswerung von Messungen
der ,,wahre Wert* der Messgrofle ermittelt werden kann. Diesen
bekommt man jedoch nie zu Gesicht.

Man kann lediglich durch Auswertung aller in Frage kotnmenden
Fehlerquellen den Bereich eingrenzen, in dem er liegt
(Vertrauensbereich).

Die sich daraus ergebenden Abweichungen nennt man
Messunsicherheit.



Fehleran

Absoluter Fehler:

Mogliche Abweichung des
Messergebnisses nach
Herstellerangaben, durch
sinnvolles Abschdtzen oder
statistische Berechnungen.

Relativer Fehler:

Absoluter Fehler bezogen auf
Messergebnis.

ben als ...

[ =(280x1)mm

Al_ _Imm__ 36107
[ 280mm \

bzw. 3,6-107°-100=0,36 %




® Wie rechnet man mit Fehlern?

® Wie gibt man das Ergebnis an?



Welche Artenvon Fehlern gibt es?

® Grobe Fehler
® Systematische Fehler

® Zufillige Fehler




ungeeignete Messmethoden oder Messbedilgungen, Irrtum
bei der Protokollierung oder Auswertung, ..

Grobe Fehler konnen durch sorgtiltiges Experimentigren
ausgeschlossen werden.

,,Unerlaubte Fehler*



Systematische Fehler

Fiihren zu einseitigen Abweichungen vomywahren Wert®.

Der Messwert 1st entweder immer grofer oder Mamer kleiner als der
,,wahre Wert®.

Z.. B. Spannungsmessung an hochohmigen Widerstanden.

Systematische Abweichungen sind also prinzipiell erfassbag, oft
aber schwer oder gar nicht zu erkennen, bei Wiederholung dgr
Messung reproduzierbar und somit zumindest teilweise korrigierbar.



Zutallige-Fehler

Wiederholt man Messungen an demselben\essobjekt mit
demselben Messgerit unter gleichen Bedingun@en, so werden sich
die einzelnen Messwerte trotzdem aufgrund der ungesschiedlichen
statistischen Abweichung voneinander unterscheide

Statistische Fehler streuen ,,links* und ,,rechts* um den wahren
Wert. (In vielen Fillen sogar symmetrisch um den wahren Wert.)

Zufallige Abweichungen sind unvermeidlich und nicht exakt
erfassbar.

Sie sind einer statistischer Analyse zuganglich.



an an die Fehler
heran?

® Angaben der Geritehersteller

Z. B. Spannungsmessung; Messbereich 20V, Genauigkeit *(0-5% +2Digit)

® Sinnvolles Abschitzen

Z.B. Lingenmessung —_— S —j|
Auflosung: 1 —0,5mm | .

® Statistische Auswertung

Auswerten einer Messreihe
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Angaben eratehersteller

Analoge Zeigerinstrumente

Sind vom Messprinzip her i, d. R, Strommesser. Eeil der Messung anderer Graben
sind u. L weitere Fehler zu beriicksichtigen.

Zur Fehlerangabe des Herstellers kommt noch der geschatete Ablesefehler hinzu, der
bei linearer Skalenteilung mit ca. der Halfte des Abstandes zwischen zwe]
benachbarten Teilstrichen anzusetzen ist.

Der Hersteller gibt die Genauigkeitsklasse (Gk) an. Diese Angabe istin %o
auszuwerten und bezieht sich auf den jeweiligen Messbereichsendwert.

Es wird empfohlen, den Messbereich so zu wahlen, dass eine Anzeige im letzten
Drrittel der Skale zustande kommt.

Bsp.: 15
A ) _ n] . _ ) _ 1
Gl = = =1 5% Uﬁmeige = B850V =hesswert ME =10V =hesshereich
ATl = Gl MEB AU =015V -zabsoluter Fehler
ot =0.018 e = 1.8% -=relativer Fehler
Uﬁmzeige Uﬁnzeige
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Angaben eratehersteller
Digitalmultimeter (DIVIM)

Sindwvom Messprinzip her i d. K. Spannungsmesser. Bel der Messung anderer
Graten sind u. L weitere Fehler zu berlicksichtigen.

Die Auflésung (die kleinste Messgraienanderung, die wom Gerat im jewelligen
Messhereich noch erfasst und dargestellt werden kann) hangt wvon der Anzahl der
verflgbaren Stellen ab. Angaben diesbeziglich wie "3k stellig”, "4 stellig” oder
"534 stellig" waren nicht immer eindeutig und sind inzwischen ersetzt bzw. erganzt
worden durch die Angabe der verfligbaren Stellen (Digits).

£ B bedeutet "3l stellig”, dass 4 Ziffern zur Verfugung stehen, von denen die letzten 3 die Werte 0.9 anzeigen kinnen, wahrend die
erste Ziffer nur O bzw. 1 und das negative Vorzeichen darstellen kann, Somit ist der maximale Anzeigewert 1999, Das entspricht 2000
Digits.

Dementsprachend hatte man bel "4 stellig” 20000 Digits.

EBei "3%4 stellig" wiare es dann schon unlbersichtlich. Falls der Hersteller 4000 Digits wvorgesehen hat, waren es 3 vollwertige Zffern und
eine mit 0, 1, 2 und 3 sowie Vorzeichen, falls er 5000 Digits worgesehen hat,
Die Fehlerangaben der Hersteller beziehen sich meist auf den Messwert und geben zuséatzlich die Anzahl der

"unzuverlassigen" Digits mit an.

Bsp.: 0 0 ... -=Fehlerangabe bei 1] . =135V -=Messwert ME =2V -=Messbereich
+{0,5% + 2 Digit) 314 stelligem DMM Anzeige

0.5 3

AU = E'Uﬁnzeige + 0.002.Y AT=9x10 "V -=gbsoluter Fehler
L = 65% 10 : L = 0.65% -=relativer Fehler
Uﬁmzeige Uﬁ.nzeige
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Wie rechne

Statistische Auswertung

® Mittelwert der Messreihe

e Empirische
Standardabweichung der
Messreihe

e Empirische
Standardabweichung des
Mittelwerts

n mit Fehlern?

17



Teilt man die Daten einer Messret
des Auftretens von Werten in jeder Kla
sogenannte ,,Haufigkeitsverteilung®.
Be1 Prozessen 1in Natur und Technik 14dsst diese
dass die Daten normalverteilt sind.

300

200

Hiufighkent

100

5 10 15

a Histogramm
""" MNormalvertelung

in Klassen ein und stellt die Hiaufigkeit
grafisch dar, so erhilt man die

stellung 1. d. R. erkennen,

moglich
-> die Normalv
nach Gaul



Haufigkeit

_ L L Der Mittelwert der Messreihe
350 : [Messung ist ein Schitzwert fiir den
Z 5 Gaufiverteilung Erwartungswert [

o AN |

irische Standardab-

250
200 - ] . sche |
7[ X‘ | weichiqg 18t.ein Schatzwert
1907 . \ i fiir die Standardabweichung
O

R M -

04 I r T T T |
4,98 5,00 5,02 5,04 5,06 5,08 5,10 5,12
Spannung x [V]

Normalverteilung (nach Gaul):  P(x)=



\

MNormalverteilung nach Gaul}

Wahrscheinlichkeitsdichte:

o= 10 o= 2

x=p—odg-—du—ag—-45 pu+a+5

2
— (p—x
1 =
P(x) = s
2

P(x) 015
A

P(x)

P ) 01
oTele)

F(u-o)
200

Plp+o
Gé}t} ) 0.05
I

5 10 15 20

H,E, LU0, 0+ 0

AL+ T
2
- (-
1 _2
AL o s
e g
W=
AL+ 2O ;
— (p—x)
1 o
e T
J2moa
W—2- o
AL O .
— (p—x)
1 .2
B
Jomoa
=3 o
Ples
2
— (p—x)
1 _2
B P
J2woa

Das Ereignis (hier: Der "wahre Wert") liegt mit nn% Wahrscheinlichkeit innerhalb der angegebenen Grenzen.
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Wie rechne n mit Fehlern?

e Finzelmessung -> Fehlerabschitzun
Fehlerfortpflanzung

® Messreihe -> statistische Auswertung ->
Fehlerfortpflanzung

e {E ) o




Bsp.: Berechnung des Widerstandes nach Messung von U und |

Zemessen: T:=4524% I.=1z

&7 b

Fehlerangaben: ATT:=0025%V  AL:=008mh

Eerechnung des Widerstandes:

Fehlerabschatzung: nach Gaul®

Absoluter Fehler: | [

Relativer Fehler: _ e

It = B9 G

Dl = 206

£ = 84 x 1w

B =

Ermittiung des absoluten Fehlers durch
Berechnung des totalen Differentials.
Dabei wird die Berechnungsgleichung
nach jeder der darin vorkommenden
fehlerbehafteten Grélie abgeleitet.

Der absolute Fehler wird dann gemal der
Gleichung auf Seite 21 dargestellt .

linear
1 U
ARy
it
R
U
—;.m I—zﬁl £ = 0.012
o e B = 12%
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Wie rechne

Haufig anzutreffende Fille:

lMessunsicherheit des Mittelwertes (linear)

n mit Fehlern?

Funktion Messunsicherheit des Mittelwertes (Gaul)
Z=X+Y I_
Az = \/(,ﬂx)l + (Ay) Az = ‘Ax + Ay
L=X-Y
£4=C-X-Y
A (A (ay) Az |Ax] Ay
70t === = —=|=|+|=
Ty - X y 4 X ¥y
Z=C.X*.Y* ; A A
- . il y
%\/(ﬂ@]+(ﬁ&j ?=fx-?+ﬂ-f
V4 X ¥y Z X N4
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Bsp.: Berechnung des Widerstandes nach Messung von U und |

Gemessen: T:=4524W I=12.67 mh Man kormmt u. L. auch ohne hhere
Fehlerangaben: AT =0025V  Al'=008mb Mathematik aus, wenn man fur haufig
auftretende Falle die Erkennthisse der
héheren Mathematik nutzt (s Tabelle 5.
Eerechnung des VWiderstandes: gt}
U )
S 1 R=357.1Q
Fehlerabschatzung: nach Gaull linear
' ) 2 2
Felativer Fehler: 3 [gj X [E) - i AT i Al
I 7 I fr = A 10 L | I ff =0.012
EG =R sz 1.2%
Absoluter Fehler: AR~ =14 R AR~ =308 &R = R ARy =426

24



Wie gibt man-das Ergebnis an?

® Vertrauensbereich fiir das _ g
. Messwert von X =x £ t-——
Messergebnis Jn

N

Anzahl n der t
Messwerte Vertrauensniveau (statistische Sicherheit)
68,3% 90,0% 95,0% 99,0%
2 1,84 6,31 12,71 63,66
3 1,32 2,92 4,30 9,93
4 1,20 235 3,18 5,84
5 1,15 2,13 2,78 4,60
(5] 1,11 2,02 2,57 4,03
7 1,08 1.94 2,45 3,71
8 1,08 1,90 2,37 3,50
9 1,07 1.86 2,31 3,36
10 1,06 1.83 2,26 3,25
15 1,04 1.77 2,14 2,98
20 1,03 1.73 2,09 2,86
30 1,02 1,70 2,05 276
50 1,01 1.68 2,01 2,68
100 1,00 1.66 1,98 2,63
=0 1,00 1.65 1,98 2,58 5




Lineare Regression

Lineare Regression {1):
Es= sei bekannt, dass der Zusammenhang zwischen x und vy linear ist.
Die Kurve soll durch eine Funktion des Typs vy = ax angenahert werden.

pil

z (y. - a-x.)z Die Surmme der Quadrate der Abweichungen
; . : der linearen Funktion von den Messwertepaaren
N soll minimal werden.
11

2|y —ax]x=10 1. Ableitung nach a = 0 -= Extrermwert

Elr1 1 1

1=
. 2
z 2-(xi) = 0 2. Ableitung nach a = 0 -= Minimum

i1 Durch Umstellen der 1. Ableitung nach a kann die Gleichung der
7 =1 erforderlichen Geraden ermittelt werden.
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¥i

f(z)

¥i
KK
f(z)

¥, =

0 f1
1.1 Z %7
1.3 |
9 9 a=—
55 Z [K‘l)
6.2 1=1
7.8 z=0_9
8.3

G fiz) =az

10
TE

)
2.5

1]

1] 2.5 5 TE 10
X,Z,%,Z
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Lineare Regression (2):
Es sei bekannt, dass der Zusammenhang zwischen x und v linear ist. Matrix-Schreibweise des Gleichungssystems:
Die kKume soll durch eine Funktion des Typs v=ax + b angenahert werden,

I ] n I
- 2 - P HH
z (Fi = T h) Die Summe der Quadrate der - i1 i1
i Abnweichungen der linearen A= E=
il Funktion won den Messwertepaaran h h
soll minimalwerden. Z X n z ¥;
n 5 i=1 i=1
Z |:—2-x.-5.r. +2a (x}) + E-x.-h:| =0 1. Ableitung nach a = 0-= Extrermwert - -
171 1 . .
i Lisung mittels Cramerscher Regel:
2
I 5 I
n : n n _ | det{ &) = n-Z (:{J - z %
a-z (:-:J +h-z X = z xy, Gleichung 1 des Gleichungssystems - .
i=1 i=1 i=1
I I n
n _ det{ A1) = n-z Y - Z :{i-z ¥
Tnh+ z (—2-5:1 + E-a-}:.J =10 1. Ableitung nach b = 0-= Extrermwert . oD
i=1
2
= = det(Ad) = (:-:J z ¥~ z X ¥ Z x
nh + a-Z X, = Z ¥ i5leichung 2 des Gleichungssystems i= i=1 i=1 i=1
i=1 i=1
I I I n 2 ik ik I
=P 5% G, o R BUE 5 T sl 8
9 =l i1=1 1=1 b-1=1 1= i
n 5 n 1 7 =
i - iFi n n
Z 2-(ij 2 - E-Z x| >0 2 Ableitungen= 0-= Minimum



¥i
I

f(z)
¥i

U
£(z)

2 a= 0733

=
]

fizy =az+b

2.5 5 T 10

HLL.E,L

=
=
=
=

5 b= 0693

Mit Einflhrung der Varianz s, der Kovarianz s, sowie der

Mittehwerte flr die x- baw. y-Daten lassen sich die Gleichungen
ZUr Berechnung von a und b auch vereinfacht schreiben:

i
B = iz X Vo = HZ 5

1 1=1

._.
Il

f
. 1 2
= =S (%)
1=1
Sxy
Eil = —2 =t N = T — B ER=H R
e



relation

Mit demn Korrelationskoeffizienten r einer 2weidimensionalen Stichprobe beschreibt man
den "Grad des linearen Zusammenhangs" der Daten.

Der Karrelationskoeffizient rist eine dimensionslose Zahl, die zwischen -1 und +1 liegen kann.
Eei r=+1liegen die Daten auf einer Geraden mit positivem Anstieg. Bei r=-1 liegen sie auf
einer Geraden mir negativem Anstiedg. In allen anderen Fallen streuen die VWertepaare mehr
oder weniger deutlich.

b 1
=Y 1
i mit s 1'2 (%~ %) (% " %m)  Kovarianz
g 1=1
+ X, ¥ - Mittelwerte der Daten
Sy 5y - @mpir. Standardabweichung der Daten
Bsp: =y =
[ 1 15
I 0 0
1 1 1.1
2 2 2 10 »
a a 5 (1
4 4 4 S y
5] 5 H X
x
P
0
rorl i V) = 0,941 0 2 4 6
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“Zu Fuli':
n==a 1=1.n
Kl = Fl = 1 11
- o= — H. ¥ =345
1 5 1 n . 1 i sl
2 4 te
3 8 1 n
4_ 12 I‘fmi:; ¥, Yoy = 9.5
5_ 15 1=1
& 14
A P (%~ %) s, = 1.871
1=1
A [~ o) s = 5.788
: v
1=1
1 1l
T (Ki _Xm)(?i = Iom) Sy = 107
i=1
b
iy 2 r=0.983
£.-5

Mit Mathcad-Funktionen:

Xy 1=
0 1
0 1 2
1 2| 4
2 3 B
3 41 12
4 5| 15
5 5| 18




Weitere Beispiele:

xwl =
1]
a 1 1
1 2 4
2 d 7
d 4 110
4 a 13
8 4] 16
km(wlfiu}ﬂ <1>) L
20
Xyl{l}* 10
KA K <
] s
I
ik
vl

xye =
D 1
0 1 1
i A
7 3| 2
3 4] 10
4 5 13
5 5| 4
rory2’? z2'V) = 0.465
15
10
Xﬂm L
L 5
=
.
0
0 2
iy

Hyd

Hy3 =
1
1] 1 1
1 2 8
2 3 B
3 4 il
il & 2
5 ] 0
km( 3(0}‘1 (1))
10
5
Xﬁ{l} 5
S
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